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张双虎１，冯兆永２，杨凯波１

（１．西南大学数学与统计学院，重庆 ４００７１５；
２．中山大学数学与计算科学学院，广东 广州 ５１０２７５）

摘　要：主要研究修正ＣａｍａｓｓａＨｏｌｍ方程的Ｃａｕｃｈｙ问题。首先提出了一个新的爆破结果，这一结果优化了早
先获得的一些结果；然后证明了修正 ＣａｍａｓｓａＨｏｌｍ方程的Ｃａｕｃｈｙ问题在解对初值不一致连续依赖意义下在空间

Ｈｓ（Ｒ），ｓ＜ ３２中不适定。
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　　在本文，我们考虑如下直线上修正 Ｃａｍａｓｓａ
Ｈｏｌｍ方程 （ｍＣＨ方程）的初值问题

ｍｔ＋（（ｕ
２－ｕ２ｘ）ｍ）ｘ ＝０，

ｕ（０，ｘ）＝ｕ０（ｘ
{

），
ｔ＞０，ｘ∈Ｒ（１）

这里

ｍ＝（１－２ｘ）ｕ＝ｕ－ｕｘｘ （２）
表示系统的动量密度。这个非线性方程通过对修正

ＫｏｒｔｅｗｅｇｄｅＶｒｉｅｓ方程的 ｂｉＨａｍｉｌｔｏｎｉａｎ表示应用
ｔｒｉＨａｍｉｌｔｏｎｉａｎ对偶方法而导出［１－２］，因此它是具

有 ｂｉＨａｍｉｌｔｏｎｉａｎ结构的可积系统。方程 （１）描
述平直底面上浅水表面波的无向性传播，ｕ（ｔ，ｘ）表
示非维数变量的自由表面高度。

ＣａｍａｓｓａＨｏｌｍ方程 （ＣＨ方程）
ｍｔ＋ｕｍｘ＋２ｍｕｘ ＝０，ｍ＝ｕ－ｕｘｘ

在过去的２０多年吸引了大量研究者的研究兴趣，
它由 Ｃａｍａｓｓａ和Ｈｏｌｍ导出，描述平直底面上浅水
表面波的无向性传播［３－４］，同时它也能描述弹性杆

中轴对称波的传播［５］。它具有 ｂｉＨａｍｉｌｔｏｎｉａｎ结构
并且完全可积［１，３－４］。与 ＫｄＶ方程相比，ＣＨ方程
的优势在于它具有的两个显著特征：第一，它能描

述波的破裂现象——— 解保持有界而其斜率在有限

时间趋于无穷；第二，它具有尖峰孤立子解。ＣＨ

方程初值问题当初值ｕ０∈Ｈ
ｓ（Ｒ），ｓ＞３２时局部适

 收稿日期：２０１４－０１－２９
基金项目：国家自然科学基金资助项目 （１１１０１３３７）；教育部新教师博士点基金资助项目 （２０１１０１８２１２００１３）；中央

高校基本科研业务费专项资金资助项目 （ＸＤＪＫ２０１１Ｃ０４６）；西南大学博士基金资助项目 （ＳＷＵ１１００３５）
作者简介：张双虎 （１９８４年生），男；研究方向：非线性偏微分方程理论；通讯作者：冯兆永；Ｅｍａｉｌ：ｆｚｈａｏｙ＠

ｍａｉｌｓｙｓｕｅｄｕｃｎ



　第 ４期 张双虎等：修正ＣａｍａｓｓａＨｏｌｍ方程的Ｃａｕｃｈｙ问题

定［６－９］，而当 ｓ＜３２时不适定
［１０］。并且，它同时

具有整体强解［６，９，１１－１２］和有限时间爆破的强

解［６－９，１１－１３］。进一步，它还具有整体弱解［１４－１５］。

ＣＨ方程具有二次非线性项，最近有两个具有
三次非线性项的 ＣＨ型方程被导出：ｍＣＨ方程
（１）和Ｎｏｖｉｋｏｖ方程［１６］

ｍｔ＋ｕ
２ｍｘ＋３ｍｕｕｘ ＝０，ｍ＝ｕ－ｕｘｘ （３）

这两个方程都具有尖峰孤立子解并且都能描述波的

破裂。最近，ｍＣＨ方程 （１）的几何形成和可积
性、局部适定性、爆破准则和破裂机制、尖峰解以

及尖峰孤立子的稳定性获得了研究［１７－１９］。

本文的目标是对 （１）的 Ｃａｕｃｈｙ问题，提出
奇异性形成的一些充分条件，建立解不连续依赖于

初值意义下的不适定性。首先将 ｍＣＨ方程 （１）
改写成关于动量密度 （２）的运输方程

ｍｔ＋（ｕ
２－ｕ２ｘ）ｍｘ ＝－２ｍ

２ｕｘ （４）
运输方程的理论保证了解 ｍ保持正常和不爆破，
只要斜率

（ｕ２－ｕ２ｘ）ｘ ＝２ｍｕｘ ＝２ｕｘ（ｕ－ｕｘｘ） （５）
保持有界；而当斜率 （５）下方无界时，解在有限
时间爆破［１７－１８］。当初值保号时，动量密度满足运

输方程还隐含了动量ｍ（ｔ，ｘ）和强解ｕ（ｔ，ｘ）保持相
同的符号，这对本文爆破结果的提出至关重要。我

们提出的新的爆破利用了下述守恒律

Ｉ０ ＝∫Ｒｕ０（ｘ）ｄｘ，
Ｈ１ ＝∫Ｒｍｕｄｘ＝∫Ｒ（ｕ２＋ｕ２ｘ）ｄｘ

以及作者最近建立的更好的估计 （见引理４）。受
文献 ［１０］启发，我们利用文献 ［１８］中给出的
（１）的尖峰孤立子建立了非一致依赖性。这一结
果的建立，使得我们对初值所在空间的指标有了一

个较为清晰的刻画。

记号　在下文中，对给定的 Ｂａｎａｃｈ空间 Ｘ，
其范数记为‖·‖Ｘ。在不引起混淆的情况下，我

们总是省略函数空间的定义域。函数 ｕ的 Ｆｏｕｒｉｅｒ
变换记为 ｕ或 ｕ^。

１　基本引理
我们回顾修正 ＣａｍａｓｓａＨｏｌｍ方程的基本结果，

读者可以通过文献 ［１７－１８］查阅细节和证明。
首先我们给出局部适定性。

引理 １［１８］设ｕ０∈Ｈ
ｓ（Ｒ），ｓ＞５２，则存在时

间Ｔ＞０使得初值问题 （１）具有唯一强解 ｕ∈

Ｃ（［０，Ｔ］；Ｈｓ（Ｒ））∩Ｃ１（［０，Ｔ］；Ｈｓ－１（Ｒ）），并且映
射ｕ０ ｕ从 ｕ０在 Ｈ

ｓ（Ｒ）中的邻域到 Ｃ（［０，Ｔ］；
Ｈｓ（Ｒ））∩Ｃ１（［０，Ｔ］；Ｈｓ－１（Ｒ））连续。进一步，如
果最大存在时间０＜Ｔ＜＋∞，那么

∫
Ｔ

０
‖（ｍｕｘ）（τ）‖Ｌ∞ｄτ＝＋∞

利用上述准则，我们可得以下爆破准则。

引理 ２［１８］　设ｕ０∈ Ｈ
ｓ（Ｒ），ｓ＞５２，则初值

问题 （１）对应的解在有限时间Ｔ＞０爆破当且仅当
ｌｉｍ
ｔ→Ｔ
ｉｎｆ
ｘ∈Ｒ
（ｍｕｘ）（ｔ，ｘ）＝－∞

为了建立爆破结果，我们还需要一个非常重要的位

势ｍ满足的守恒性质。考虑由ｕ２－ｕ２ｘ控制的流的
常微分方程

ｄｑ（ｔ，ｘ）
ｄｔ ＝（ｕ２－ｕ２ｘ）（ｔ，ｑ（ｔ，ｘ）），

ｘ∈Ｒ，ｔ∈［０，Ｔ）；
ｑ（ｔ，０）＝ｘ，ｘ∈

{
Ｒ

（６）

我们可得以下引理。

引理 ３［１８］　设ｕ０∈Ｈ
ｓ（Ｒ），ｓ＞５２，令Ｔ＞０

是初值问题 （１）对应的强解 ｕ的最大存在时间，
则方程 （６）存在唯一解ｑ∈Ｃ１（［０，Ｔ）×Ｒ，Ｒ）使
得映射ｑ（ｔ，·）是Ｒ上的一个递增同胚，满足

ｑｘ（ｔ，ｘ）＝ｅｘｐ（２∫
ｔ

０
（ｍｕｘ）（ｓ，ｑ（ｓ，ｘ））ｄｓ）＞０，

（ｔ，ｘ）∈［０，Ｔ）×Ｒ
进一步，

ｍ（ｔ，ｑ（ｔ，ｘ））ｑｘ（ｔ，ｘ）＝ｍ０（ｘ），（ｔ，ｘ）∈［０，Ｔ）×Ｒ

２　爆破现象
我们讨论 ｍＣＨ方程初值问题的爆破现象。首

先引出一个重要引理，通过这个引理我们可以改进

其已经确立的爆破结果。

引理４［２０］　设ｕ０∈Ｈ
ｓ（Ｒ），ｓ≥２以及Ｔ＞０

是初值问题 （１）对应的解 ｕ（ｔ，ｘ）的最大存在时
间，则

Ｍｔ＋（ｕ
２－ｕ２ｘ）Ｍｘ ＝－２Ｍ

２＋ｍ ２
３ｕ

３－ｕｕ２( )ｘ －
１
６ｍｅ

－ｘ∫
ｘ

－∞
ｅｙ（２ｕ３＋３ｕｕ２ｙ－ｕ

３
ｙ）ｄｙ－

１
６ｍｅ

ｘ∫
＋∞

ｘ
ｅ－ｙ（２ｕ３＋３ｕｕ２ｙ＋ｕ

３
ｙ）ｄｙ＝

－２Ｍ２＋ｍ １
３ｕ

３－ｕｕ２( )ｘ －
１
６ｍ∫

ｘ

－∞
ｅｙ－ｘ（ｕ－ｕｙ）

３ｄｙ＋∫
＋∞

ｘ
ｅｘ－ｙ（ｕ＋ｕｙ）

３ｄ( )ｙ
（７）

９
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　　引理５［２０］　设ｕ０∈Ｈ
ｓ（Ｒ），ｓ≥３和ｕ（ｔ，ｘ）是

初值问题 （１）所对应的解。若ｍ０＝（１－
２
ｘ）ｕ０≥

０，则成立如下不等式

ｕ（ｔ，ｘ）－ｕｘ（ｔ，ｘ）＝ｅ
－ｘ∫

ｘ

－∞
ｅｙｍ（ｔ，ｙ）ｄｙ≥０，

ｕ（ｔ，ｘ）＋ｕｘ（ｔ，ｘ）＝ｅ
ｘ∫
＋∞

ｘ
ｅ－ｙｍ（ｔ，ｙ）ｄｙ≥０

进一步

ｕｘ（ｔ，ｘ）≤ｕ（ｔ，ｘ）

结合议程 （４）及（１－２ｘ）
－１ｍ＝ｕ，通过简单的计

算，易证引理４和引理５，这里省略。
现在我们陈述本文第一个重要的定理。

定理１　令ｕ０∈Ｈ
ｓ（Ｒ），ｓ＞５２以及Ｔ＞０是

初值问题 （１）对应的解 ｕ（ｔ，ｘ）的最大存在时间。
假设对所有ｘ∈Ｒ，ｍ０（ｘ）＝（１－

２
ｘ）ｕ０≥０和对

某个ｘ０∈Ｒ，ｍ０（ｘ０）＞０，以及

ｘｕ０（ｘ０）＜－
‖ｕ０‖Ｈ１

槡６
（８）

则解ｕ（ｔ，ｘ）在有限时刻Ｔ０爆破

Ｔ０≤－
１

２ｍ０（ｘ０）ｘｕ０（ｘ０）
（９）

　　证明　注意到 Ｍ：＝ｍｕｘ，为了行文的方便，
我们令珔ｕ（ｔ）：＝ｕ（ｔ，ｑ（ｔ，ｘ０）），珋ｖ（ｔ）：＝ｕｘ（ｔ，ｑ（ｔ，
ｘ０）），珚ｍ（ｔ）：＝ｍ（ｔ，ｑ（ｔ，ｘ０））以及珚Ｍ（ｔ）：＝Ｍ（ｔ，
ｑ（ｔ，ｘ０））。由初始条件

珚ｍ（０）＝ｍ（０，ｑ（０，ｘ０））＝ｍ０（ｘ０）＞０，结合
引理３可知对任何ｔ∈［０，Ｔ）有

珚ｍ（ｔ）＞０ （１０）
方程 （１）和方程 （６）可推出对ｔ∈［０，Ｔ），

ｄ
ｄｔ
珚ｍ（ｔ）＝－２珚ｍ（ｔ）珚Ｍ（ｔ）＝－２珚ｍ（ｔ）２珋ｖ（ｔ）（１１）

并且，结合引理５，（７）式以及 （１０）式，易得
ｄ
ｄｔ
珚Ｍ（ｔ）≤－２珚Ｍ（ｔ）２＋

珚ｍ（ｔ） １
３
珔ｕ（ｔ）３－珋ｖ（ｔ）２珔ｕ（ｔ( )） （１２）

利用 （１１） －（１２）式，通过简单计算可知成立
ｄ
ｄｔ
珋ｖ（ｔ）＝ｄｄｔ

珚Ｍ（ｔ）
珚ｍ（ｔ( )） ＝

１
珚ｍ（ｔ）２

珚ｍ（ｔ）ｄｄｔ
珚Ｍ（ｔ）－珚Ｍ（ｔ）ｄｄｔ

珚ｍ（ｔ( )） ＝
１
珚ｍ（ｔ）

ｄ
ｄｔ
珚Ｍ（ｔ）＋２珚Ｍ（ｔ）( )２ ≤ １３珔ｕ（ｔ）３－珋ｖ（ｔ）２珔ｕ（ｔ）≤
珔ｕ（ｔ）‖ｕ０‖

２
Ｈ１

６ －珋ｖ（ｔ）( )２ （１３）

以下我们声明对所有ｔ∈［０，Ｔ），总有

珋ｖ（ｔ）＜－
‖ｕ０‖Ｈ１

槡６
（１４）

事实上，如果 （１４）式不成立，则由初始条件
（８）可知，必存在时间ｔ０∈（０，Ｔ）使得

珋ｖ（ｔ）＜－
‖ｕ０‖Ｈ１

槡６
，ｔ∈［０，ｔ０）

以及珋ｖ（ｔ０）＝－
‖ｕ０‖Ｈ１

槡６
（１５）

从而

ｄ
ｄｔ
珋ｖ（ｔ）≤珔ｕ（ｔ）‖ｕ０‖

２
Ｈ１

６ －珋ｖ（ｔ）( )２ ≤０，ｔ∈［０，ｔ０）
这就意味着 珋ｖ（ｔ）在 ｔ∈ ［０，ｔ０）上递减。因此，由
珋ｖ（ｔ）的连续性易得估计

珋ｖ（ｔ０）≤珋ｖ（ｔ）≤珋ｖ（０）＜－
‖ｕ０‖Ｈ１

槡６
这与 （１５）式相矛盾。

结合 （１１）式、（１３） － （１４）式，对所有 ｔ
∈［０，Ｔ），有
ｄ
ｄｔ

１
珚ｍ（ｔ）＝－

１
珚ｍ（ｔ）２

ｄ
ｄｔ
珚ｍ（ｔ）＝２珋ｖ（ｔ）＜２珋ｖ（０）

（１６）
上式从０到ｔ积分可得

０＜ １
珚ｍ（ｔ）＜

１
珚ｍ（０）＋２

珋ｖ（０）ｔ

从而，可推知存在０＜Ｔ≤Ｔ０，Ｔ０由 （９）式给出，
使得

珚ｍ（ｔ）→＋∞，当ｔ→Ｔ≤Ｔ０ ＝－
１

２ｍ０（ｘ０）ｘｕ０（ｘ０）
进一步，由于

珚Ｍ（ｔ）＝珋ｖ（ｔ）珚ｍ（ｔ）＜珋ｖ（０）珚ｍ（０）≤０
从而

ｉｎｆ
ｘ∈Ｒ
Ｍ（ｔ，ｘ）≤ 珚Ｍ（ｔ）→－∞，

当ｔ→Ｔ≤Ｔ０ （１７）
这就证明了解ｕ（ｔ，ｘ）在有限时间Ｔ爆破。

注１　定理 １不仅在初始条件上提升了文
［１８］中定理５２，并且爆破时间的估计更优

珘Ｔ０＝
１

ｍ０（ｘ０）
·

１

－ｕ′０（ｘ０）＋ ｕ′０（ｘ０）
２－槡
２‖ｕ０‖Ｈ１
ｍ０（ｘ０槡 ）

＞

－ １
２ｍ０（ｘ０）ｘｕ０（ｘ０）

＝Ｔ０

　　注意到 ｍＣＨ方程 （１）具有性质：若 ｕ（ｔ，ｘ）
是 （１）的解，则ｖ（ｔ，ｘ）＝－ｕ（ｔ，ｘ）也是 （１）的
解。因而，通过类似于定理１的分析，可以建立如
下ｍ０非正时的爆破结果。
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　第 ４期 张双虎等：修正ＣａｍａｓｓａＨｏｌｍ方程的Ｃａｕｃｈｙ问题

推论１　令ｕ０∈Ｈ
ｓ（Ｒ），ｓ＞５２以及Ｔ＞０是

初值问题 （１）对应的解 ｕ（ｔ，ｘ）的最大存在时间。
假设对所有ｘ∈Ｒ，ｍ０（ｘ）＝（１－

２
ｘ）ｕ０≤０和对

某个ｘ０∈Ｒ，ｍ０（ｘ０）＜０，以及

ｘｕ０（ｘ０）＞
‖ｕ０‖Ｈ１

槡６
（１８）

则解ｕ（ｔ，ｘ）在有限时刻Ｔ０爆破

Ｔ０≤－
１

２ｍ０（ｘ０）ｘｕ０（ｘ０）
（１９）

３　非一致连续依赖性
本节致力于考察ｍＣＨ方程的初值问题 （１）在

空间Ｈｓ（Ｒ），ｓ＜３２中的不适定性。我们首先回忆

ｍＣＨ方程的Ｐｅａｋｏｎ解，然后给出不适定性定理。
引理６［１８］　对任何ａ≠０，具尖峰形式的函数

ｕａ（ｔ，ｘ）＝ａｅ
－｜ｘ－ｃｔ｜，ｃ＝２３ａ

２，

是 （１）的一个整体弱解。

定理２　假设ｕ０∈Ｈ
ｓ（Ｒ），ｓ＜３２，则初值问

题 （１）在解关于初值不一致连续依赖意义下在
Ｓｏｂｏｌｅｖ空间Ｈｓ（Ｒ）中不适定。

为了证明上述定理，我们首先提出一个关键引

理。

引理７　若ｓ＜３２，则初值问题 （１）存在两个

空间Ｈｓ（Ｒ）中的弱解序列ｕ１ｎ和ｕ
２
ｎ，对任何ｔ＞０，

成立

‖ｕ１ｎ（０，·）－ｕ
２
ｎ（０，·）‖Ｈｓ≤

Ｃ１（ｓ）
ｎ （２０）

以及

‖ｕ１ｎ（ｔ，·）－ｕ
２
ｎ（ｔ，·）‖Ｈｓ≥

Ｃ２（ｓ）ｔ
３－２ｓ
２ｎ

１
２＋｜ｓ｜＋ｓ （２１）

其中

Ｃ１（ｓ）＝ ６∫Ｒ（１＋ξ２）ｓ－２ｄ( )ξ
１
２
，

Ｃ２（ｓ）＝ １２ ２
ｓ－２

３－２ｓ
２ｔ( )π

３－２ｓ
（１－３２ｓ－３

槡
）

　　证明　由引理６，对任何ｃ＞０考察

ｕｃ（ｔ，ｘ）＝
３
２槡
ｃｅ－｜ｘ－ｃｔ｜

首先，通过计算ｕｃ关于ｘ的Ｆｏｕｒｉｅｒ变换可知

ｕ^ｃ（ｔ，ξ）＝
３
２槡
ｃ∫Ｒｅ－ｉｘξｅ－｜ｘ－ｃｔ｜ｄｘ＝

３
２槡
ｃｅ－ｉｃｔξ（∫

０

－∞
ｅ－ｉｘξｅｘｄｘ＋∫

＋∞

０
ｅ－ｉｘξｅ－ｘｄｘ）＝

３
２槡
ｃｅ－ｉｃｔξ（ １

１－ｉξ
＋ １
１＋ｉξ

）＝ ６槡ｃｅ
－ｉｃｔξ １
１＋ξ２

（２２）
因此，当ｔ＝０时可得

‖ｕｃ１（０，·）－ｕｃ２（０，·）‖
２
Ｈｓ ＝

∫Ｒ（１＋ξ２）ｓ｜^ｕｃ１（０，ξ）－ｕ^ｃ２（０，ξ）｜２ｄξ＝
６（ ｃ槡１－ ｃ槡２）

２∫Ｒ（１＋ξ２）ｓ－２ｄξ （２３）

另一方面，当ｔ＞０时，
‖ｕｃ１（ｔ，·）－ｕｃ２（ｔ，·）‖

２
Ｈｓ ＝

∫Ｒ（１＋ξ２）ｓ｜^ｕｃ１（ｔ，ξ）－ｕ^ｃ２（ｔ，ξ）｜２ｄξ＝
６∫Ｒ（１＋ξ２）ｓ－２｜ ｃ槡１ｅ

－ｉｃ１ｔξ－ ｃ槡２ｅ
－ｉｃ２ｔξ｜ｄξ＝

６∫Ｒ（１＋ξ２）ｓ－２｜ｃ１＋ｃ２－ ｃ１ｃ槡 ２ｅ
ｉ（ｃ１－ｃ２）ｔξ－

ｃ１ｃ槡 ２ｅ
－ｉ（ｃ１－ｃ２）ｔξ｜ｄξ＝６（ｃ１＋ｃ２）∫Ｒ（１＋ξ２）ｓ－２ｄξ－

１２ ｃ１ｃ槡 ２∫Ｒ（１＋ξ２）ｓ－２ｃｏｓ（（ｃ１－ｃ２）ｔξ）ｄξ＝
‖ｕｃ１（０，·）－ｕｃ２（０，·）‖

２
Ｈｓ＋１２ ｃ１ｃ槡 ２Ｉｔ（ｃ１，ｃ２）

（２４）
其中

Ｉｔ（ｃ１，ｃ２）＝∫Ｒ
１－ｃｏｓ（（ｃ１－ｃ２）ｔξ）

（１＋ξ２）２－ｓ
ｄξ

注意到Ｉｔ非负并且当ξ＝
２ｋπ

（ｃ１－ｃ２）ｔ
时为零，这里ｋ

＝０，±１，±２，±３，…。对给定的ｔ＞０，令ξ１ ＝
π

２ｔ（ｃ１－ｃ２）
，ξ２＝

３π
２ｔ（ｃ１－ｃ２）

．选择ｎ∈Ｎ使得ｎπ２ｔ
≥１，令

ｃ１ ＝ｎ
４（１＋｜ｓ｜）＋１ｎ，ｃ２ ＝ｎ

４（１＋｜ｓ｜），ｎ＝１，２，３，…

则可以推出

１２ ｃ１ｃ槡 ２Ｉｔ（ｃ１，ｃ２）≥

１２ｎ４（１＋｜ｓ｜）∫
ξ２

ξ１

１－ｃｏｓ（ｃ１－ｃ２）ｔξ
（１＋ξ２）２－ｓ

ｄξ＝

１２ｎ４（１＋｜ｓ｜）∫
３ｎπ
２ｔ

ｎπ
２ｔ

１－ｃｏｓｔξｎ
（１＋ξ２）２－ｓ

ｄξ≥

１２ｎ４（１＋｜ｓ｜）∫
３ｎπ
２ｔ

ｎπ
２ｔ

１
（２ξ２）２－ｓ

ｄξ＝

１２ ２
ｓ－２

３－２ｓ
２ｔ( )π

３－２ｓ
（１－３２ｓ－３）ｎ１＋４｜ｓ｜＋２ｓ （２５）

结合 （２４） －（２５）式可知
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‖ｕｃ１（ｔ，·）－ｕｃ２（ｔ，·）‖
２
Ｈｓ≥

‖ｕｃ１（０，·）－ｕｃ２（０，·）‖
２
Ｈｓ＋

１２ ２
ｓ－２

３－２ｓ
２ｔ( )π

３－２ｓ
（１－３２ｓ－３）ｎ１＋４｜ｓ｜＋２ｓ≥

１２ ２
ｓ－２

３－２ｓ
２ｔ( )π

３－２ｓ
（１－３２ｓ－３）ｎ１＋４｜ｓ｜＋２ｓ＝

Ｃ２（ｓ）
２ｎ１＋４｜ｓ｜＋２ｓｔ３－２ｓ

进一步，得

‖ｕｃ１（０，·）－ｕｃ２（０，·）‖
２
Ｈｓ ＝

６（ ｃ槡１－ ｃ槡２）
２∫Ｒ（１＋ξ２）ｓ－２ｄξ＝

６
（ｃ１－ｃ２）

２

（ ｃ槡１＋ ｃ槡２）
２∫Ｒ（１＋ξ２）ｓ－２ｄξ≤

６
ｎ２∫Ｒ（１＋ξ２）ｓ－２ｄξ

从而，通过定义 ｕ１ｎ（ｔ，ｘ）＝ｕｃ１（ｔ，ｘ），ｕ
２
ｎ（ｔ，ｘ）＝

ｕｃ２（ｔ，ｘ），我们完成了引理的证明。
最后，很容易知道定理２是引理７的一个直接

结果。

注２　分析文献 ［１７－１８］中的定理和本文中
的定理２，我们知道在局部适定性和非适定性之间
的指标存在间隔，这是我们以后研究努力弥补的方

向。
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